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Uber quantentheoretische Kinematik und Mechanik.

Von

W. Heisenberg in Gottingen.

Die vorliegende Arbeit soll eine zusammenfassende Darstellang der
Grundziige einer neuen physikalischen Theorie geben, die den Versuch
unternimmt, durch eine genaue Diskussion der Frage nach den prinzipiell
beobachtbaren Grofen die Gesetze der fiir Atomsysteme giiltigen Kinematik
und Mechanik aus der Erfahrung herzuleiten; es sollen also in dieser
Theorie die Grundpostulate der Quantentheorie, die in der Bohrschen
Atomtheorie zu so auBerordentlichen Fortschritten in unserem Wissen iiber
den Bau der Atome gefiihrt haben, in einfache mathematische Verbindung
gebracht werden mit jenen- hinsichtlich der Kinematik und der Mechanik
abgeinderten Raum-Zeitvorstellungen der Quantentheorie. Da die Theorie
auch zu einer interessanten Anwendung mancher in der Physik bisher
wenig gebrauchten mathematischen Methoden gefiihrt hat, so mag eine
Darstellung der Theorie in dieser Zeitschrift berechtigt erscheinen.

Die physikalischen Grundlagen der im folgenden darzustellenden Theorie
wurden, zusammen mit der mathematischen Formulierung der kinemati-
schen und mechanischen Grundgleichungen gegeben in einer Arbeit des
Verfassers?); die Durchfiihrung dieser Ansitze und der mathematische
Ausbau der Theorie gelang Born und Jordan?®), ein Teil der von Born
und Jordan abgeleiteten GesetzmaBigkeiten und andere neue Folgerungen
der Theorie wurden unabhingig angegeben von Dirac®), der weitere mathe-
matische Ausbau der Theorie wurde verdffentlicht in einer gemeinsamen
Arbeit von Born, Jordan und dem Verfasser*); die physikalische Bedeu-
tung der von Born, Jordan und Dirac angegebenen Vertauschungsrelationen

') W. Heisenberg, Ztschr f. Phys. 83 (1925), S. 879.

%) M. Born und P. Jordan, Ztschr. f. Phys. 34 (1925), S. 858.

3) P. Dirac, Proceedings Roy. Soc. London 109 (1925), 8. 642.

4) M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan, Ztschr. f. Phys. 35 (1926), S. 557.
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(vgl. § 2) behandelte Kramers®); schlieflich gelang es Pauli®), die Ge-
setze des Wasserstoffatoms aus der neuen Theorie herzuleiten.

Unsere Erfahrungen iiber die GesetzmiBigkeiten des Atombaues
schépfen wir zunichst aus zwei Quellen: den Strahlungsphinomenen und
den Untersuchungen iiber Stofvorginge: die Gesetze der Wirmestrahlung
haben Planck zur Einfithrung der Quantenhypothese veranlafit, Einstein
zeigte die Anwendbarkeit dieser Hypothese auf den lichtelektrischen Effekt;
durch Versuche iiber den Zusammensto von «- und S-Partikeln mit Atomen
gelangten Lenard und Rutherford zur Vorstellung vom Kernatom. Durch
Zusammenfassung aller Exrfabrungen iiber die GesetzmaBigkeiten des Atom-
baues gelang es Bohr, die optischen Auflerungen der Atomgesetze in Verbin-
dung zu bringen mit der Vorstellung vom Kernatom und dadurch die wich-
tigsten Fortschritte in unserem Wissen iiber die Bedeutung des periodischen
Systems der Elemente und iiber alle Gesetze der Atomstruktur zu erzielen.
Trotz dieser Erfolge stief die quantitative Deutung der optischen Erfahrungen,
also insbesondere die Berechnung der Serienspektra der Elemente auf un-
iiberwindliche Schwierigkeiten; iiberdies forderten die Strahlungsphinomene
an sich schon eine tiefgehende Revision unserer Raum-Zeitvorstellungen
bei ihrer Anwendung auf die Vorginge in den Atomen?). Diese Sachlage
legte den SehluB nahe, daB zwar zweifellos die Grundpostulate der Quan-
tentheorie und das Bohrsche Korrespondenzprinzip, denen wir ja fast allen
Aufschlu} iiber die Struktur der Atome verdanken, schon eine sinngemiBe
Beschreibung der Erfahrung darstellen, daB aber die speziellen Rechen-
regeln der bisherigen Theorie, die zur Deutung der Balmerserie gefiihrt
hatten, noch nicht die richtige Darstellung der GesetzmaBigkeiten des
Atombaues enthalten konnten.

Wenn man mit Bohr die Annahme macht, da8 die Balmerserie der
einer periodischen Bewegung eines KElektrons entsprechenden Strab-
lungsvorgang reprisentiert, so st6Bt man auf die bekannte grundsitz-
liche Schwierigkeit, da das Spektrum jeder beliebigen periodischen
Bewegung ein Spektrum &4quidistanter Linien sein mufl (alle Frequenzen
sind als harmonische Obertone ganzzahlige Vielfache einer Grundfrequenz),
wihrend die Balmerserie eine Linienfolge mit Hiufung der Linien an
einer endlichen Grenze darstellt. Anscheinend kann man dieser Schwierig-

5) H. Kramers, Physika 5 (1925), S. 869.

% W. Pauli jr., Ztschr. f. Phys. (Im Erscheinen.)

(Die hier von ) bis ¢ zitierten Arbeiten werden wir im folgenden als (I c. V),
(. c. ») usw. anfiihren.)

") Fir die allgemeine Diskussion dieser Probleme vgl. insbesondere N. Bobr,
Vortrag vor dem Mathematikerkongre8 in Kopenhagen, Sept. 1925. Nature 116
(1925), 8. 845. Naturwiss. 14 (1926); 8. 1+
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keit nur auf zweierlei Weise entgehen: entweder nimmt man an, da das
Strahlungsspektrum nichts mit dem mathematischen Spektrum der Bewegung
des Elektrons im Atom zu tun habe, oder aber, man verliBt die Gesetze
der klassischen Kinematik bei der Deutung der Atomprobleme. Die
erstere Alternative scheint kaum méglich im Hinblick auf die groSen Er-
folge, welche die klassische Strahlungstheorie bei der Beschreibung opti-
scher Phinomene erzielt hat. Die zweite Alternative fithrt zum Problem,
die wirklichen Gesetze der quantentheoretischen Kinematik aus den Er-
fahrungen abzuleiten; dieses Problem ist der Gegenstand der hier darzu-
stellenden Theorie.

§1.
Quantentheoretische Kinematik (1. c. ).

Die grundlegende Erfahrung, die im folgenden zur Ableitung der
kinematischen Gesetze der Quantentheorie notwendig ist, bietet das
Rydberg- Ritzsche Kombinationsprinzip. Es besagt, dal jede Frequenz
v(nm) des beobachteten Spektrums darstellbar sei als Differenz zweier
,Terme* T und 7T, und daB umgekehrt jede Differenz zweier Terme aus
der Gesamtheit der Terme als Frequenz einer beobachtbaren Spektrallinie
auftreten kann, dal also gilt

v(inm)=7T,— T

n m

(1) v(nk)+»(km)=v(nm),

wo die »(nk), »v(km) und »(nm) beobachtbare Frequenzen des Spek-
trams bedeuten.

Aus den optischen Phinomenen kann ganz allgemein geschlossen wer-
den, daB zu den prinzipiell beobachtbaren GroBen gehort: die Frequenz
und die zu dieser Frequenz gehdrige Amplitude und Phase. Es soll sich
zunichst handeln um ein Problem von einem Freiheitsgrad, also um ein
Elektron, das lings einer Geraden innerhalb gewisser Grenzen periodisch
schwingen kann. Die Elongation des Elektrons heie z. Diese Grofle x
wiirde in der klassischen Theorie in eine Fourierreihe nach ¢ zerlegt wer-
den kénnen:

(2) ‘ x=z(n, t)=2x(n)r.ezniv(n)'z-t,

wo n eine Konstante und z die Nummer der Oberschwingung bedeutet.
Die einzelnen Glieder dieser Reihe
(3) ' z(n), e2irmrt

wiirden direkt die als beobachtbar hervorgehobenen GréSen Frequenz,
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Amplitude und Phase zusammenfassen. — Aus dem Erfahrungsgesetz (1)
folgt als sinngemiBe Erweiterung dieser klassischen Auffassung, daB bei
einer wirklichen Beschreibung der atomtheoretischen Phinomene an Stelle
der GroBen (3) Ausdriicke der Form

(4) x<nm) e2aivinm)t

treten miissen. Eine Zusammenfassung solcher Grofen z(nm) zu einer
Summe analog der Gleichung (2) scheint hier zundchst nicht sinnvoll,
Man wird vielmehr die Frage nach der Zusammenfassung der GréBen (4)
zunachst offenlassen miissen und den Sinn der GroBSen (4) so ausdriicken:
Die Elongation x wird reprdsentiert durch die Gesamthest

(5) X:(z(nm)ed=irnmt),

Mit dieser Aufstellung wire aber offenbar physikalisch wie mathema-
tisch nichts gewonnen, wenn man nicht zugleich angibe, wie die Bezie-
hungen solcher Gesamtheiten lauten, die den Beziehungen zwischen Fourier-
schen Reihen in der klassischen Theorie analog sind.

Denken wir uns also eine zweite Grofe y (z. B. etwa die Entfernung
des Elektrons von einem gegebenen Punkt im Raum), die ebenfalls klas-
sisch in eine Fourierreihe

(6) Y= y(n, i) = ?y(n)z e2aiv(n)r-t

entwickelbar wire. Quantentheoretisch wiirde man auch hier wieder aus
(1) und aus der Tatsache, daB Frequenz, Amplitude und Phase fiir y
prinzipiell beobachtbar sein diirften, schlieBen, daB y reprisentiert wird
durch eine Gesamtheit:
(7) y(y(nm) e2niv(nm)t).

Allgemein wird man — und dies soll auch fiir Systeme von beliebig
vielen Freiheitsgraden gelten — jede zu dem betreffenden Atomsystem

gehérige quantentheoretische GroBe z, sofern nur ihr klassisches Analogon
in eine Fourierreihe entsprechend (2) entwickelbar ist, darstellen durch die

Gesamtheit
(8) z:(2(nm)e2rivmmt)

Die denkbar einfachste kinematische Fragestellung, ist offenbar die:
Gegeben seien die z und y reprasentierenden Gesamtheiten; welche Gesamt-

heit stellt 2 + y und welche zy dar?
Die naturgemiBe Anwort lautet offenbar (1. c. )):

x+y:((z+ y) (mm)e2ziramt),  x.y:((zy)(nm)e2rswmi)  wobei
(9) (2 + ) (nm) e2x5r@mt — [z (nm)  y(nm)] e2nirmme,
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(10) (x i’/) (n m) e2rivinmt — 23 (n k) y(k m) e2milr(nk) +r(Em)it
k
=2z (n k) y(k m) e2miviam)t
k

Die erste (9) dieser Relationen leuchtet ohne weiteres ein, die zweite
scheint eine sinngemifle Folge von (1); in Analogie zur entsprechenden
klassischen Formel wird man nimlich erwarten, daB auf der rechten Seite
von (10) eine Summe steht von Produkten je zweier Glieder der Reihen (5)
und (7), wobei diese Produkte der Summe simtlich die gleiche e-Potenz
enthalten sollen. Dies ist nach (1) naturgemi8 durch Gleichung (10) zu er-
reichen. Da fiir alle zum selben Atomsystem gehdrigen Gesamtheiten der ex-
ponentielle Faktor e2#¢»®mit derselbe ist, so kann man ihn der Einfachheit
halber weglassen und die bisherigen Resultate in den Formeln zusammen-
fassen:

x:(z(nm))
() {y=(y(nm>)-
(12) (X +y)(nm)=2(nm)+y(nm).
(13) (xy)(nm) = S (nk)y(bm).

Diese in (11), (12), (13) enthaltenen Rechenregeln entsprechen voll-
stindig den aus der Theorie der linearen Gleichungen wohlbekannten fiir
Matrizen giiltigen Rechenregeln (1. c.®). Man wird also eine quanten-
theoretische GroBe mit einer (iibrigens unendlichen) quadratischen Matrix
vergleichen kénnen. Fiir ihre Multiplikation gilt bekanntlich das distribu-
tive und das assoziative Gesetz:

(14) z(x+y)=zx+zy,

(15) (xy)z=x(yz),

aber im allgemeinen nicht das kommutative Gesetz; also im allgemeinen:
Xy 4y x; die Forderung xy — y x = 0 diirfte zum Spezialfall der klassi-
schen Theorie zuriickfithren.

Irgendeine Funktion f (x, y, z) wird nach (12), (13) quantentheoretisch
dann definiert werden konnen, wenn ihr klassisches Analogon in eine
Potenzreihe nach x,y, z... entwickelbar ist.

Zur Vervollsta.ndlgung der kinematischen GesetzmiBigkeiten sei noch
hervorgehoben, daB die Relationen (5, 12, 13) auch (in etwas modifizierter
Form) noch Giiltigkeit behalten, wenn die zugrunde gelegte Bewegung
nicht als periodisch betrachtet werden kann (1. c. ). Es tritt dann klas-
sisch an Stelle der Fourierreihe das Fourierintegral; dem entspricht es,
daB in der Matrix (z(nm)) die Indizes n» und m auch kontinuierliche
Wertebereiche durchlaufen kénnen; die Summe der rechten Seite von (18)
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wird in diesen kontinuierlichen Wertebereichen durch ein Integral zu er-
setzen sein.

AuBer der fiir quantentheoretische Grofen giiltigen Algebra haben
noch die Operationen der Differentiation fiir die Formulierung der mecha-
nischen GesetzméBigkeiten eine entscheidende Bedeutung. Allerdings wird
sich spéter herausstellen, daf der Proze8 der Differentiation nur kiinstlich
in die Theorie eingefithrt werden kann und daB eine andere Operation
(vgl. § 3) das naturgemiBe Analogon zur Differentiation der klassischen
Theorie darstellt. Wir werden im folgenden fiir die Differentiation nach
der Zeit in einfacher Analogie zur klassischen Theorie annehmen:

Wird eine quantentheoretische Grofle z dargestellt durch die Gesamtheit

2:(z(nm)e2#v*(amt) oder einfacher (z(nm)),
so wird die Grofe z = L reprisentiert durch:

2 : (Z (n m) Qv (n m) e?nzr(nm)t)
oder einfacher:

(16) Z:(2niv(nm)z(nm)).

Der Differentialquotient einer Funktion f(x,y,z...) nach einer der
durch Matrizen reprisentierten quantentheoretischen Groflen x, y, z ... wird
am einfachsten definiert werden konnen durch:

(17) af(x,g, z...) = lim fx+eal,y,z..)—f(x,y,2...)
X a—>»0 «
wobei « eine Konstante, 1 die ,,Einheitsmatrix‘‘ bedeutet 1:(1(nm)), bei

der alle Glieder aulerhalb der Diagonale Null sind, wihrend die Diagonal-
glieder simtlich den Wert 1 haben:

3

1 fir n=m
1 26 ==
(nm)=>9,, {O fir ndm.

Die Differentiation geniigt offenbar den Beziehungen:
? __of | o9

(173) (9= 3Lg+132

Durch die Annahmen (5), (12), (13), (16), (17) scheinen simtliche
Rechenoperationen fiir quantentheoretische GréBen definiert. Es entsteht
die weitere Aufgabe,  auf der Basis dieser kinematischen Relationen eine
Quantenmechanik aufzubauen. Der leitende Gesichtspunkt dabei wird wieder
entsprechend Bohrs Korrespondenzpnnmp der méglichst enge AnschluB an
die klassische Theorie sein miissen.
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§2.

Quantenmechanische Vertauschungsrelationen.

Die Rechenregeln, die in der bisherigen Theorie bedingt-periodischer
quantentheoretischer Probleme iiblich waren®), lassen sich folgendermaf@en
kurz skizzieren: Entsprechend den Gesetzen der Hamilton- Jacobischen
Mechanik suche man (unter Vernachlissigung der Strahlungskrifte) als
kanonische Variable die Winkelvariablen w, (w,.... w,) bei einem Problem
von f (Freiheitsgraden) und die kanonisch-konjugierten Wirkungsvariablen
J.(J, ... J;) auf. Die w, sind lineare Funktionen der Zeit w, = »,t + @,
die J, sind Konstante der Bewegung und geniigen der Gleichung

B
k=50,
(H = Hamiltonsche Funktion). Dem Korrespondenzprinzip wurde Geniige
geleistet durch die Annahme, daB ein stationdrer Zustand charakterisiert
sei durch J, =mn,-h (b bedeutet die Plancksche Konstante, n, eine ganze
Zahl), dann stimmte gerade die quantentheoretische Bohrsche Frequenz-
bedingung 1,

v(nm)= %

(H die Energie) im Limes 2 =0 und fiir hohe Quantenzablen mit der
klassischen Beziehung .

14

'

oH
v, = 7,
tiberein.

Unter Benutzung dieser durch die letzten Beziehungen angedeuteten
Korrespondenz soll jetzt das Verhalten des quantentheoretischen Ausdrucks
xy — y x fiir hohe Quantenzahlen untersucht werden (1. c.?®)). Im Grenz-
fall hoher Quantenzahlen wird man entsprechend dem Ubergang zur klas-
sischen Theorie (vgl. (2)) als Naherung setzen diirfen z(n,n — «) = 2(J)a,
wo J, = n, - h oder, was praktisch hier dasselbe bedeuten soll, J, = (n,+ ) 4.

Wir befinden uns also in einem Gebiet, wo die Unterschiede zwischen
Anfangs- und Endbahn relativ gering sind; in diesem Gebiet werden die
Resultate der klassischen Theorie, wie die der bisherigen Quantentheorie
niherungsweise richtig sein. Daher kann man die », als Quantenzahlen,
die J, als Wirkungsvariablen der klassischen Theorie, , als die Nummer
der Oberschwingung deuten. Wir denken uns also, wie schon durch die
Bezeichnungsweise angedeutet, die Indizes n entsprechend den bisherigen
quantentheoretischen Rechenregeln als f-dimensionale Mannigfaltigkeit von
»Quantenzahlen® n,(n, ... n,) geordnet.

%) Vgl. z. B. A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien. 4. Aufl, Braunschweig,
Vieweg, 1924. M. Born, Vorlesungen iiber Atommechanik. Berlin, Springer, 1924.
Mathematische Annalen 95. 45



690 W. Heisenberg.

Dann ergibt sich:

(19) x(nan"'“)y(n"‘“an-“"ﬂ)""y(na n _ﬂ)x(n_ﬂ>n’—“_ﬁ)
={e(n,n—a)—z(n—f,n—a—f)y(n—e,n—a—p)
—{y(nn—p—yn—e,n—a—p)}z(n—p,n—a—p)

ox (J), oy (J)
~he SUB T s — g w D)

Nun ist aber
(20) 27 By (T)per e3b0c b = 5 Ly (T)p, erienis},
k

wo die w, wieder die zu den J, kanonisch konjugierten Winkelvariablen
bedeuten.

Daraus folgt mit (19):

. __ & 0z dy dy oz

im Grenzfall ,hoher Quantenzahlen“ oder limA =0. In den =z, y der
rechten Seite ist durch die Schreibweise ausgedriickt, da8 man hier von
den Matrizen der Quantentheorie zu den Fouriergliedern der klassischen
Mechanik iibergehen kann., Denn im eben betrachteten Grenzfall ent-
spricht je ein Glied der Matrix einem Fourierglied der klassischen Mechanik
und kann ndherungsweise diesem gleich gesetzt werden.

Die Summe der rechten Seite von (21) stellt das Jacobische Klammer-
symbol dar:

= ST(2z %y 9y 9=z __ = by oy 0%

(22)  [=29] —%;’ (aJk dwy, 8y aw‘) _;’ (apk oq,  Opy aq,‘)’
wo p,, g, irgendwelche kanonische Variable bedeuten. Fiihren wir nun als
quantentheoretische Klammersymbole die Ausdriicke

-
(23) (x,y) == (xy —yx)

ein, so 1aBt sich Gleichung (21) schreiben:

(21 4a) lim (x, y) = [z, y] fiir hohe Quantenzahlen.

In der klassischen Theorie gelten fiir die [z, y] die Beziehungen:
a’) [x—*—y,z]:[x’ z]+[y’z]’
(24) b) [z, y] = — [y, 2],

o [2y,2] =[x, z]y+2[y,z].
Ferner gilt )

1 fiir 7 =s.
(28) [9,0]1=0; [p.p]=0; [2.4]=4, %{ :

0 filr r4s.
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Wegen der Gleichungen (24) 1aBt sich klassisch das Symbol [z, y] aus-
driicken durch [q,, ¢,], [D,, ?,], [#,,9,], wenn z und y als Potenzreihen
in p. und ¢ darstellbar sind.

Die quantentheoretischen Klammersymbole zeigen nun eine weitgehende
Analogie zu den Jacobischen Symbolen der klassischen Theorie.

Es gilt nimlich wegen (14) und (15):

3) (x+y.z)=(x,2)+(y,2),
(26) b) (xy) =—( %),
o (xy,z) =(x2)y+x(y,2).

Wieder kann hier, wenn x und y nach Potenzen der p und q ent-
wickelt werden konnen, (x, y) ausgedriickt werden durch die elementaren
Symbole

P, Ps)s (9,9,): (P 9,)-
Diese enge Verwandtschaft der klassischen Symbole [z, y] und der

quantentheoretischen (x, y), zusammen mit Gleichung (21a) legt die fiir
alles folgende fundamentale Annahme nahe (1. c. %), 3), 4)):

(27) PrsP) =05 (4,9)=0; (pq,)=0,,.
Durch diese Hypothese ist die Korrespondenzbeziehung (21 a) gesichert und
eine vollkommene Analogie der (x, y) zu den [z, y] hergestellt.

Die Gleichungen (27) entsprechen korrespondenzmiBig den ,,Quanten-
bedingungen* der bisherigen Quantentheorie. DaB die Hypothesen (27)
wirklich als neue unabhingige Annahmen erlaubt sind, daB sie also keine
Widerspriiche enthalten und die Losungen des gestellten Problems ein-
deutig bestimmt machen, soll in § 5 gezeigt werden.

Man konnte auch quantentheoretisch die Symbole [x, y] gemiB Glei-
chung (22) einfithren. Diese Symbole geniigen dann den Gleichungen (24 a, b)
und (25); Gleichung (24 c¢) ist wegen der Nichtgiiltigkeit des kommutativen
Gesetzes in der Quantentheorie nur dann erfiillt, wenn z eine lineare Funk-
tion der p und g ist.

Es folgt aus dieser Uberlegung ohne weiteres der Satz: Ist z eine
lineare Funktion der p und g, so gilt:

(28) [x,z2]=(x, 2).

Es stellen aber, wie schon oben betont, die quantentheoretischen [x, y]
nur kiinstliche Bildungen dar (was z. B. aus der allgemeinen Nichtgiiltig-
keit von (24¢) hervorgeht); das sinngemiBSe Analogon zu den klassischen
[, y] sind die Symbole (x, y).

Den Gleichungen (27) (1. c. 2), 3), 4)), die man als quantenmechamsche

Vertauschungsrelatlonen bezeichnen kann, muf in der Quantenmechanik
45%
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eine viel allgemeinere Bedeutung zukommen, als den ,,Quantenbedingungen
der bisherigen Theorie. Die Quantenbedingungen der bisherigen Theorie
waren nur auf mechanische Probleme von bedingt-periodischem Charakter
anwendbar und dienten dort dazu, aus der kontinuierlichen Mannigfaltig.
keit moglicher Losungen eine diskrete Anzahl quantentheoretischer Losungen
auszusondern. In der hier darzustellenden Theorie sind die Relationen (27)
notwendig, um dem Problem der Integration der Bewegungsgleichungen
einen eindeutigen Sinn zu geben, sie sollen fiir alle denkbaren Losungen
erfiillt sein, unabhingig davon, ob die Losungen selbst periodischen oder
nichtperiodischen Charakter tragen. Zugleich erscheinen die Gleichungen (27)
als die exakte Formulierung des Bohrschen Korrespondenzprinzips. Ubrigens
lassen die Relationen (27) noch vom Standpunkt der Dispersionstheorie
aus eine einfache physikalische Interpretation zu (L c. !) und %)).

§ 3.
Die kanonischen Bewegungsgleichungen; Energiesatz und
Frequenzbedingung.

Zur Definition eines mechanischen Problems geniigt in der klassischen
Theorie die Angabe der Hamiltonschen Funktion H(p, ¢). Die Bewegungs-
gleichungen lauten dann:

. oH . oH . .
(29) H=—7F b=z, oder p=[Hpl §={Hql

Es scheint die einfachste Annahme, diese Gleichungen direkt in die
Quantenmechanik zu iibernehmen (vgl. 1. c. 17%):

. oH . oH
(30) Pk=_'g;7k=[H5Pk]; qk=57k=[H:qk]
oder vgl. (28):
(30a) p=MH.p); §.=(H. q)-

Auch hier ist zu betonen, daB der Gleichung (30a) vor (30) der Vor-
zug gegeben werden mufl, da (30a) keine Differentialquotienten nach p
und ¢ enthdlt. In (30) und (80a) wurde auBerdem bisher noch die Zu-
satzannahme gemacht (1. c.!)), daB fiir ein gegebenes Problem die Energie-
funktion H in kartesischen Koordinaten quantenmechanisch dieselbe Form
haben solle, wie in der klassischen Theorie. Der physikalische Sinn dieser
Zusatzannahme ist folgender: Die Form der Hamiltonschen Funktion ist
im Prinzip durch Versuche mit freien Elektronen, durch Sto8versuche usw.
unabhiingig vom Spektrum experimentell priifbar. Handelt es sich dabel
z. B. um Versuche mit sehr schnellen Elektronen, so kann man, wie bis-
her. nidherungsweise die Gesetze der klassischen Mechanik der Bestimmung
von H zugrunde legen. Bei der Extrapolation der gefundenen Funktion #
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auf die Fille, in ‘denen die klassische Theorie nicht mehr niherungsweise
giiltig ist, wird die Form der Energiefunktion dann erhalten bleiben miissen
(und daher gleich der Form der ,klassischen* Energiefunktion sein), wenn
pur Produkte von vertauschbaren Grofien in A vorkommen. Dies ist im
allgemeinen in einem kartesischen Koordinatensystem der Fall, da in ihm
die Energie additiv in zwei nur von den Variablen einer Sorte abhingige
Teile H,(p) + H,(q) zerfillt. -

Wir werden im folgenden die Gestalt der Hamiltonschen Funktion H
ganz offen lassen und annehmen, daB sie durch Experimente oder quanten-
mechanische Uberlegungen irgendwie gefunden sei.

Dann kann aus den quantenmechanischen Gleichungen (30) die zeit-
liche Konstanz von H sowie die Bohrsche Frequenzbedingung abgeleitet
werden, wie folgt (1. c.?), %), %):

Fiihrt man eine quantentheoretische GroBe W ein, die mit den Ter-
men 7 der Gleichung (1) zusammenhéngt nach der Formel

T,-h fir n=m,
(31) W(nm)_—:{ 0 fir nem,
so folgt aus (1), (16) allgemein:
(32) =27 (Wx— xW)= (W, x).

Die Bewegungsgleichungen (30), (30a) gehen also direkt iiber in
(W.q.)=(H.q.); (W—H,q)=0;
(W.p)=(H,p.); (W—H,p)=0.

Da H eine Funktion der p und ¢q ist, so folgt

(W—H,H)=0; (W,H)=0

(33)

oder wegen (32):

(34)

und wegen (33):
(Hnn) — Hmm))g(nm)= (W(nn) — W(mm))q(nm),

d. h. (vgl. (31))

(35)

H=0,
H = konst.

H(nn)—H(mm)
h

Die Gleichungen (34) und (35) enthalten den Energiesatz und die
Frequenzbedingung der Quantenmechanik (1. c.?), %), *). Diese Resultate
bedeuten, da8 die in der hier vorzutragenden Theorie enthaltenen quanten-
mechanischen Gesetze bereits eine sinngemiBe mathematische Formulierung
der Grundpostulate der Quantentheorie erméglichten. Es muB noch der
Beweis nachgeholt werden, da8 die Werte H(nn) aligemein sowohl eine
diskrete wie eine kontinuierliche Mannigfaltigkeit bilden konnen; dann sind

v(nm).
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alle Aussagen der quantentheoretischen Grundpostulate in der hier zu be.
schreibenden Theorie enthalten.

§ 4.
Kanonisehe Transformationen.

In der klassischen Mechanik ist ein System neu einzufithrender
Variabler P, @ dann kanonisch, wenn fiir ‘dieses System gilt: + -:

[Pr> Ps]=0; [Qr’ Qs]’:O; [Pr’ Qa]:ars'
Ein ganz analoger Satz gilt in der Quantenmechanik (1. c. 2) und 4)):
Wenn ein System neuer Variabler P, Q den Bedingungen geniigt:

(36) (P,,P)=0; (Q.,Q)=0; (P,Q)=2¢
so gelten fiir dieses System die kanonischen Gleichungen (30), voraus-
gesetzt, daB die Energie H nach Potenzen der P, Q entwickelbar ist.

Zum Beweise bemerken wir, daB sich bei Giiltigkeit von (36) das
Symbol (H, P,) bzw. (H, Q,) einerseits gemiB (82), (34), (35) inter-
pretieren 148t als P, bzw. @,, andererseits nach (28) als

oH oH
[H,P;.]=“m§ [H’ok]=+5;_);’

Es entsteht jetzt das Problem, die allgemeinste kanonische Trans-
formation der Quantenmechanik anzugeben, welche die Variablen p,, g,
in neue Variablen P,, Q, iiberfiihrt.

Eine sehr allgemeine derartige Transformation, welche die Gleichungen(27)
invariant 1a8t, lautet (1. c. %)):

{ P.=8p, S,
Q. =S¢, S,
wo S eine ganz beliebige quantentheoretische GroBe bedeutet. Aus der
Giiltigkeit von (27) und (37) folgt in der Tat (36). DaB (37) auch die
allgemeinste kanonische Transformation darstellt, konnte bisher nicht
bewiesen werden. .

Aus (37) folgt noch, wenn f irgendeine nach Potenzen von p,q
entwickelbare Funktion bedeutet:

(38) f(PQ)=Sf(pq)S%
wobei f(PQ) aus f(pq) dadurch hervorgeht, da p, ¢ unter Beibehaltung
der Funktionsform f durch P,Q ersetzt werden.

Die Wichtigkeit der kanonischen Transformationen beruht auf folgen-
dem Satze: Sei p?, ¢ irgendein System von Variablen, das den Gleichungen
(27) geniigt, so kann das Problem der Integration der Bewegungsglei-
chungen (30) zuriickgefiihrt werden auf das andere Problem (1. c.4)): -~

rs?

(37)
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Es ist eine Funktion § so zu bestimmen, da8
{39) SH(p® q°)S~* = W = konst.
m einer Diagonalmatrix wird; hierin soll H(p® q°) aus H(p, q) hervor-
gehen, indem p, ¢ durch p° q° unter Beibehaltung der Funktionsform H

ersetzt werden.
Ist eine solche Funktion § gefunden, so erhilt man durch die Gleich-

ungen:
p.=Sp)S7H,

40

(40 {qk—sq"s !

direkt die Losungen der Bewegungsgleichungen (30). (39) stellt das quan-
tenmechanische Analogon dar zur Hamilton-Jacobischen partiellen Differen-
tialgleichung.

S entspricht in gewisser Weise der Wirkungsfunktion der klassischen
Mechanik. Wir werden im folgenden (39) als die fiir das mechanische
Problem ,,charakteristische Gleichung* bezeichnen.

§ 5.

Losung der charakteristischen Gleichung (1. c. 4)).

Wir nehmen im fogenden irgendwelche Matrizen p° ¢°, die den Ver-
tauschungsrelationen (27) geniigen und sonst vollig willkiirlich gewahlt
werden konnen, als gegeben an.

Es wird z. B. zunichst am einfachsten sein, fiir die p?, 0 (k=1,...,f)
die Koordinaten eines Systems von f ungekoppelten harmonischen Oszilla-
toren zu nehmen. Dann sind die Gleichungen (27) simtlich fiir die p°, g°
erfilllt und wenn eine Transformation (39) angegeben werden kann, so ist
dadurch auch der Beweis der Widerspruchsfreiheit von (27) nachtriglich
erbracht. Diese Wahl der Koordinaten von f ungekoppelten Oszillatoren
als p° q° entspricht in gewisser Weise der Einfilhrung von Normalkoordi-
naten J, w in der klassischen Theorie; doch muB hier gleich hervor-
gehoben werden, daB ein direktes Analogon zu diesen Normalkoordinaten,
also quantentheoretische Variable, bei denen die Variablen der einen Art
konstant, die der anderen Art lineare Funktionen der Zeit sind, in der
Quantenmechanik noch nicht gefunden ist.

Der eigentlichen Losung von (39) soll eine kurze Diskussion der
Eigenschaften der in der Quantentheorie gebrauchten Matrizen voraus-
geschickt werden. Alle physikalischen GroBen miissen reell sein. Dem
entspricht es, daBl die quantentheoretischen GroBen stets durch Hermitesche
Matrizen dargestellt werden. Eine Matrix ¢ ist dann vom Hermiteschen
Typus, wenn g(nm)= g (mn). (* bedeutet Ubergang zur konjagiert kom-
Plexen GréBe). Trotzdem wird sich gelegentlich die Einfiihrung auch all-
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gemeinerer Matrizen als niitzlich erweisen. Jedenfalls aber miissen GroSen
wie p, q, H stets durch Hermitesche Matrizen dargestellt sein (. ¢. ?) u. %)),
Die quantentheoretischen Matrizen sind. stets unendlich; d. h. die An-
zahl der durch Indizes », m charakterisierten Zustdnde ist stets unendlich,
Dies folgt z. B. aus der Gleichung
h

(41) P9, —4.p, =2 (B (n)g (bn) — g, (w BV, (km) = 505
Wire die Anzahl der Zustdnde endlich, so wiirde die Summa.tmn iber
alle Zustinde n der Gleichung (41) auf der linken Seite offenbar Null
geben, da es bei einer endlichen Summe auf die Reihenfolge der Glieder
nicht ankommt und sich daher die Glieder paarweise fortheben.

(42) 221 [p,(nk)g,(kn)— g, (nk)p.(kn)] =0,
wihrend die rechte Seite 2 =— sicher einen endlichen Wert hat; also

enthilt die Annahme einer endhchen Anzahl ,stationdrer Zustinde‘ einen
Widerspruch.
Zu jeder Matrix a:(a(nm)) gehort eine bilineare Form (1. c. %)):

(42) A(st)= Y a(nm)s,t,

zweier Reihen von Variablen s, ,7,.

Ist die Matrix von Hermiteschem Typus, d. h.
(44) a(nm)=a*(mn) oder a=a*
(* bedeutet Ubergang zur konjugiert komplexen GroBe; mit ~ bezeichnen
wir diejenige Matrix, die aus der urspriinglichen durch Vertauschung der
Indizes hervorgeht?)), so nimmt die Form A(s?) reelle Werte an, wenn
man fiir die ¢, die zu s, konjugiert komplexen Werte setat.

(45) A(ss*) =Y a(nm)s,sny.

Nach diesen Vorbemerkungen behaupten wir: Das Problem der Auf-
16sung der charakteristischen Gleichung (39) ist identisch mit dem Pro-
blem, die zu der Hermiteschen Matrix H (p®q°): (H (nm)) gehorige Form

S H(nm)s,sy
nm

auf Hauptachsen zu transformieren (1. c. %)).
In der Tat, wenn eine orthogonale Transformation v der s, in neue
Variable ¢, gefunden ist:

(46) s, = lZv(ln)tl,
% Diese von der iiblichen abweichende Bezeichnungsweise ist hier eingefiihrt,

um mit den zugrunde liegenden Arbeiten (L e.® u. %) hinsichtlich der Bezeichnung’
in Ubereinstimmung zu bleiben. .
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Sv(el)v*(nl)=1,
7

(47) Sv(nl)v¥(ml)=0 fir n<m,
. < .

d b v-it=1,

derart, dal gilt:

(48) SH(nm)sysm =3 W(nn)t,t;,

so gibt die Annahme v =8 direkt die Lésung von (89). Denn es gilt
dann (vgl. (46), (47)):

(49) v=S, =871,
Winn)= 3 H(lk)v(nl)v*(nk),
(50) ‘ d.h. ”

W=v.H¢" =8H-S.

Die Energiewerte W, = W (nn) der stationiren Zustinde erscheinen
also direkt als die Eigenwerte der Hermiteschen Form H (nm). Aus der
Theorie dieser Formen kann man daher das Resultat entnehmen, da8 zu
einer unendlichen Hermiteschen Form — und mit einer solchen hat man
es hier stets zu tun — im allgemeinen diskrete und kontinuierliche Folgen
von Eigenwerten gehoren. Das Termspektrum der Physik ist daher iden-
tisch mit dem mathematischen Spektrum der Hermiteschen Form, be-
stehend aus Punkt- und Streckenspektrum.

Was die Frage nach der Existenz der Losungen (46), (47), (48) be-
trifit, so ist der Beweis hierfiir geliefert nur fiir den Fall beschrinkter
Formen?®): Ist eine beschrinkte unendliche Hermitesche Form:

SH(nm)sy, sy
nm

gegeben, so gibt es stets eine orthogonale Transformation, welche diese
Form iiberfithrt in:

(61)  ZH(nm)susy = .;Wznt:HW(w)t(qo)t*(qo)W.

Fiir die genauere Diskussion der Frage, was zu verstehen sei unter
einer orthogonalen Transformation fiir den Fall, daB ein Streckenspektrum
auftritt '), und fiir die Frage des Verhaltens der Losungen p, ¢ in solchen
Fillen verweisen wir auf die betreffenden Arbeiten (L. c.*)).

Die in der Quantentheorie vorkommenden Formen H (nm) werden
wohl im allgemeinen nicht zur Klasse der ,beschrinkten Formen* ‘ge-

1) Siehe z. B. D. Hilbert, Grandziige einer allgemeinen Theorie der linearen-
Integralgleichungen. ’
1) Vgl. z, B. E. Hellinger, Crelles Journal 136 (1910), S. 1.
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héren, Wir nehmen im folgenden an, da8 sich die Resultate bei diesen
allgemeinen Formen nicht wesentlich von den hier aus der Theorie der
beschrinkten Formen iibernommenen Ergebnissen unterscheiden,

Die Hauptachsentransformation (51) kann prinzipiell durch folgende
Methode aufgefunden werden:

Man sucht Losungen der linearen Gleichungen mit unendlich vielen
Unbekannten:

(52) Wo,—~ 5 H(k1)o,=0.

Diejenigen Werte von W, fiir die solche Lésungen existieren, sind die
Eigenwerte der Hermiteschen Form H(nm). Seien W, und W, irgend
zwei Eigenwerte, so gilt
a) W,o,, — YH(kl)v, =0,

53 !
(53) b) Wyoin — 3 H(kl)vj=0.

1
Multipliziert man (53a) mit 27%,, (58b) mit »,, und summiert iiber £,
so folgt wegen des Hermiteschen Charakters von H:

(W, — W,) S 04y 0= 0.
k

(54) Normiert man dann die v noch durch
2 Ukn ?)k*n =1 >
%

so gilt v95* = 1 und v stellt die Transformationsfunktion S dar (vgl. (49)).
Die Wichtigkeit der Gleichung (51) beruht wesentlich darauf, da8 es
Methoden gibt, die Eigenwerte der Form H (nm) zu bestimmen, ohne die
Transformation v wirklich aufsuchen zu miissen. Im Falle Hermitescher
Formen von endlich vielen Variablen sind die Eigenwerte Wurzeln einer alge-
braischen Gleichung. Bei Formen unendlich vieler Variablen kann man
das Verfahren von Graeffe und Bernoulli!®) benutzen. Die bisher nach den
hier geschilderten Methoden behandelten Probleme, insbesondere die
Paulische Theorie des Wasserstoffatoms (1. c. ) scheinen allerdings zu
zeigen, daB andere speziellere Methoden zum Aufsuchen der Eigenwerte
erheblich dem eben angefiihrten allgemeinen Verfahren iiberlegen sind.
Bei der Transformation (51) kann der Fall mehrfacher Eigenwerte W,
auftreten; d. h. zu einem bestimmten W, gibt es mehrere linear un-
abhingige Losungssysteme v, der Gleichung (53). Dieser Fall ist analog
zum Problem der Entartung in der klassischen Theorie; in der klassischen
Theorie tritt Entartung ein, wenn eins oder mehrere der », verschwinden;

12) Vgl. z. B, Courant-Hilbert, Methoden der math. Physik. Berlin, Springer,
1925, S. 15.
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 dem entspricht hier nach (33), daB zwei oder mehrere W, einander gleich
- werden.

Sei bei einem r-fachen Eigenwert ein System of)... o, von Lé-
sungen der Gleichung (53) gegeben, so kann man durch lineare Kombi-
nationen der vy, beliebige neue Losungssysteme P erzeugen, die nur der

Bedingung (54) {Invarianz der Summe 21),‘,’3, vt gegen die oben ge-
8=1

schilderten Transformationen) unterworfen sind. Dem entspricht es, da
die Losungen p, ¢ (vgl. (40))

Pr= fof'*, Py (In)® = 2 Vin P e (h)vs®
(55) y
9= Vql(:) v, QI.(ln)(s) S’ ”thk(hz)”::‘)
unbestimmt werden. Durch Wahl eines a.nderen Systems linear unab-
hingiger o5 kann man von (55) wesentlich verschiedene Losungen er-

halten.
Dagegen sind die Quadratsummen

r
;_21 pk(ln)(s)pt (ln)(s)

(56) , .
;7 g, (ln)(a) % (ln)(:)

wieder invariant gegen diese genannten Transformationen der v
sich (1. e.9).

Die eben geschilderte Unbestimmtheit der Losungen (55) beim Auf-
treten mehrfacher Eigenwerte entspricht ganz der Unbestimmtheit, die in
der klassischen Theorie bei Entartung stets auftritt. Die Invarianz der
Quadratsummen (56) hat empirisch bei der Diskussion der sogenannten
spektroskopischen Stabilitit eine wichtige Rolle gespielt.

Die Vielfachheit eines Eigenwertes W, bestimmt das statistische Ge-
wicht des zu dem betreffenden Energiewerte gehérigen stationdren Zustandes.

Durch die Gleichungen (53), (54) werden auch bei nicht entarteten
Systemen (Nichtauftreten mehrfacher Eigenwerte) die Lésungen v,, nur
bis auf einen Faktor vom Absolutbetrage 1 der Form ef@i—» bestimmt
sein. Ebenso sind auch die Losungen p(nm), ¢(nm) nur bis auf Fak-
toren der Form e*@»— %= bestimmt. Es bleibt also fiir jeden stationiren
Zustand eine Phasenkonstante willkiirlich. Aus Analogie zur klassischen
Theorie kann man vermuten, daB, abgesehen von dieser Unbestimmtheit,
die Losungen p, ¢ bei nichtentarteten Systemen eindeutig durch die Be-
wegungsgleichungen und die Bedingungen (27) bestimmt sind. Ein Be-
weis fiir diese Vermutung ist bisher nicht erbracht worden.

) unter
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§ 6.
Storungstheorie (1. c.*)).

Die Moglichkeit der Losung der Bewegungsgleichungen durch Lésung
der charakteristischen Gleichung (39) fithrt auch zu einer Storungstheorie,
die der Stérungstheorie der Hamilton-Jacobischen Mechanik weitgehend
analog ist.

Nehmen wir an, die Energiefunktion H sei gegeben als Potenzreihe
nach einem Parameter 4:

(57) H(pq)=H,(pq) + iH,(pq) + 1’ H,(pg)+ ... .
Sei ferner eine Losung p°, ¢ des durch H, charakteristischen ungestorten
Problems gegeben derart, da H,(p°q°) = W, eine Diagonalmatrix wird
und fiir p°, g° die Gleichungen (27) erfiillt sind.

Dann suchen wir eine Funktion §

=8pos™!
(58) I pk pk i
1 q,=3S¢S
so zu bestimmen, daf
(59) SH(p%q°)$T =W
eine Diagonalmatrix wird. Wir versuchen den Ansatz
S=1+18,+4"8+..., Iso
(60) { B 1+ :+° a
ST =1—18, +21(8 —8:)+...
und
(61) W=W,+iW,+-1"W,+....

Dann ergibt (59) durch Vergleichung der einzelnen Koeffizienten von

4, 2% ... auf beiden Seiten die Niherungsgleichungen zur Bestimmung von S:
Ho(p°q°) = W,
S;Hy,—H,S,+H,= W,

(62) \ S,H,— H,S,+ H,S;— S,H,S,+ S, H,— H,S,+ H,= W,
S,Hy— H,S,+F,(Hy...H,,S,...5,_.)=W,.

Fiir den Fall, daB das Ausgangssystem nicht entartet ist, lassen sich

diese Gleichungen ohne weiteres auflésen: Die erste Gleichung (62) 1sb
von selbst erfiillt. Fiir die anderen bildet man den zeitlichen Mittelwert

(63) F.=W. oder F.(nn)= W, (nn),
und findet dann ohne weiteres die Losung:

. F,
(64) 8, (mn) = =0 (1 5,,).
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Ist das Ausgangssystem entartet, sei z. B. ein r-facher Eigenwert vor-
handen :
Won+1L,n4+1)=Wy(n+2,0+2)=...=Wy(n+r,n+r),
s ist der Ansatz (60) zweckmiBig zu ersetzen durch den folgenden:
{ S=S8,(1+18 +1°S,+...),
ST =1 =18+ (& —8&)+.-)8%
wo S, eine Matrix bedeutet, die der Gleichung geniigt
(66) S S =1
Dann liefern die ersten Niherungsgleichungen:

{ SoHy S5 = W,

(65)

(67) So(SuHy — Hy ;) S 4 SoH, St = W,

Die erste Gleichung (67) sagt aus, da S, zeitlich konstant sein soll
(Hy = W,, also SoW,— W, S,=0), d. h. daB es nur Glieder der Form
Sy(n+1,n+1), S(n+1,n+2),...,8(r+1,n+r)
Spm-+2,m+1) . .

........................

(68)
Se(n+r,n+1) . . ..o
und Diagonalglieder (wegen (66))
| Sy(m, m)| =1 (m+n+1,...,04+7)
enthalt, aber keine Glieder der Form S,(kl), wo k,1 (k< 1) Indizes
sind, von denen einer nicht in der Rethe n +1,n-+2,..., 7 4 7 ent-
halten ist.
Aus der zweiten Gleichung (67) ergibt sich durch zeitliche Mittel-
bildung iiber die ungestorte Bewegung
(69) SoH, Sy =W,,
wobei A, offenbar wie S, Glieder der Form
H (n+1,n+1), H H,(n+1, n+42).. 1(n—}-l,n—l—r)

(T0) § ot
H@n+rn+1) . oo o0 0o 0oL oL

und solche H, (m,m) enthilt.
Es folgt also nach (67)
H, (m,m) = W,(m, m),
wenn m keine Zahl der Reihe n4-1,...,n + 7 ist.
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Zur Bestimmung der iibrigen W, (n 41, » 1) bis W, (n +7,n +7)
kann man wieder das Verfahren der Hauptachsentransformation (§ 5) an.
wenden. ‘ .

Man suche die Losungen der linearen Gleichungen mit » Unbe-
kannten 8,:

— k=n—+1,...,n+r
auf. Dieses System wird losbar sein fiir r Werte von W, die sich aus
der Gleichung r-ten Grades

[W,—H,(n+1,n+1)] —H (n+1,2+2)... —H (n41,n+47)]

—H (n+2,n+1) [W—H,(n4+2,n+2)]... — 1(1;—1—2,7»—{—1‘)%
—H(+rnn+1) .. ... ... (W,— H (n+r,n+r)]
bestimmen,

Die zu diesen r Werten W, gehorigen Losungen S, geben dann analog
zu (50) die noch fehlenden Komponenten von S, und die Lésung von
(69) an.

Ist die Bestimmung von W, und S, durchgefiihrt, so geschieht
die Berechnung von S, ganz analog zu Gleichung (64); versochwindende
Nenner treten in der rechten Seite von (64) jetzt nicht auf, da wir in
(69) nur iiber die Frequenzen der ungestdrten Bewegung gemittelt und
die zu den verschwindenden Frequenzen »(n + 1, n -+ 2) usw. gehorigen
Glieder in (69) getrennt behandelt haben.

Das wesentlichste Ergebnis der quantentheoretischen Stérungstheorie
scheint uns, daB die bekannten Konvergenzeigenschaften der klassischen
storungstheoretischen Reihen, die zu den beriichtigten Schwierigkeiten des
Dreikorperproblems AnlaB geben, sich in den entsprechenden quanten-
theoretischen Reihen (64) wahrscheinlich nicht wiederfinden. Zwar tritt
auch in (64) die Frequenz »(nm) im Nenner auf. Aber diese Frequenzen
konnen im allgemeinen nicht durch Wahl hinreichend hoher geeigneter
n, m beliebig klein gemacht werden.

Das TPermspektrum wird ja im allgemeinen, wie beim Wasserstofi-
problem, eine Haufung der Terme und Grenze im Endlichen haben. Daber
wird es zwar moglich sein, durch Wahl zweier Terme in der Nihe der
Grenze die »(n, m) klein zu machen, doch dies entspricht nur der be-
kannten Tatsache, daf die Perioden der weit auBen liegenden Bahnen
sehr lange werden und hat mit jener Konvergenzschwierigkeit nichts z@
tun, Um den Unterschied zwischen klassischer und Quantentheorie deut~
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lich zu machen, zeichnen wir jeweils zwei die Terme bzw. die Frequenzen
reprasentierende Punktreihen untereinander.

Der klassischen Theorie entspricht es, wenn die Punkte der Reihe
aquidistant gewidhlt werden, da die Frequenzen der Oberschwingungen
ganzzahlige Vielfache der Grundfrequenz sind.

1. Klassisch:
i t } 1 I } — —1 F
2. Quantentheoretisch;
t R e I
1 o b ———

Quantentheoretisch tragen wir die Punkte in einer etwa den Wasser-
stofftermen entsprechenden Reihe auf. Das Auftreten sehr kleiner Nenner,
d. h. kleiner Kombinationsfrequenzen wird dann in der Figur dadurch
veranschaulicht, daB zwei Punkte entsprechender Reihen sehr genau iiber-
elnander stehen. Nun leuchtet es anschaulich ein, daB man in der Reihe 1,
wenn man die Reihe beliebig weit nach rechts verfolgt, immer wieder
Punktpaare finden wird, deren Punkte sehr genau iibereinander liegen, und
zwar bei Nichtkommensurabilitdt der Grundfrequenzen beliebig genan. In
der Reihe 2 aber ist es ebenso anschaulich evident, daB nirgends zwei
Punkte sehr genau iibereinander liegen. Es gibt hier eine kleinste Kom-
binationsfrequenz.

Allerdings sind auch quantentheoretisch die Verhaltnisse in Wirk-
lichkeit komplizierter, als die Figur sie darstellt, da wegen des konti-
nuierlichen Termspektrums Kommensurabilititen auftreten kénnen; auch
werden neue Komplikationen entstehen, wenn die Haufungsstellen der bei-
den Punktreihen 2. zusammenfallen. Obwohl wir also von einer strengen
Theorie der Konvergenzeigenschaften der quantentheoretischen Reihen (59),
(60), (61) weit entfernt sind, scheint es doch wohl nicht zu kiihn, wenn
wir die Vermutung aussprechen, daB alle im Endlichen verlaufenden
Bahnen der Quantentheorie auch periodischen Charakter tragen und daB
die Schwierigkeiten des Dreikdrperproblems in der quantentheoretischen
Mechanik unbekannt sind.

§ 7.
Die Impulssitze der Quantenmechanik; Kritik der Theorie.

Sei ein aus f Massenpunkten bestehendes System gegeben, wobei die
kartesischen Koordinaten der Punkte mit x,, y,, Z,; Pays Py Psy» Do
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zeichnet werden sollen (k=1,...,f), so folgt aus den Bewegungs
gleichungen (30), daB fiir ein a.bgeschlossenes System gxlt

(73) P.=P,=p.=
wobei

4 f f
== . = ; == Z .
készk’ py kglpyk pz k:lpzk

Denn auch in der Qantentheorie kann die potentielle Energie bei ab.
geschlossenen Systemen nur von den relativen Koordinaten x; — x,...
abhingen.

Ein analoger Satz 1a8¢ sich fiir die Komponenten des Drehimpulses 9i:

l M. = —%—/’(ykpzk - zkpyk)

.(75) My = %1 (zkpzk - xkpzk)

Mz = A:J (xkpyk —YRp:zA)

aufstellen. Da nimlich die Energiefunktion in kartesischen Koordinaten
additiv in zwei Teile H =H,(p) + H,(q) zerfillt, die jeweils nur von
den Variablen der einen Sorte abhingen, so wird nach (30) jedes Glied p
eine Funktion der g allein, jedes Glied ¢ eine Funktion der p allein.
Also zerfillt der Wert von M, M M., wenn wir die p, ¢ aus (30) ein-
.setzen, nach (75) additiv in zwei Teile

(76) M. =1 (p)+ fa(q) usw.
Da aber alle p untereinander, sowie alle ¢ untereinander nach (27) ver-
tauschbar sind, so wird der Ausdruck (76) Null unter denselben Be-
dingungen, wie der entsprechende Ausdruck in der klassischen Theorie.
Dabher sind bei abgeschlossenen Systemen die M,, M,, M, zeitlich konstant.
Es kann wohl als ein wichtiger Erfolg der hier kurz dargestellten
‘Theorie angesehen werden, daB sie einerseits durch alleinige Benutzung
der beobachtbaren Frequenzen, Amplituden und Phasen eine enge Analogie
-ermoglicht zur klassischen wellentheoretischen Beschreibung der Strahlungs
vorginge (vgl. die Bohr-Kramers-Slatersche Theorie der Strahlung), daf
:sie andererseits wegen der Giiltigkeit der Erhaltungssitze (Energie und
Impulssatz vgl. § 3 und § 7) auch mit der Einsteinschen Lichtquanten-
theorie nicht in Widerspruch zu stehen scheint; es ist ferner befriedigend,
-daB die Grundpostulate der Quantentheorie im formalen Schema dieser
Theorie einen sinngemifen mathematischen Ausdruck finden!?).

13) Es mag hier darauf hingewiesen werden, daB die Theorie auch eine Reibﬁ
von Erfahrungstatsachen zu beschreiben gestattet, die nach der bisherigen Theono
nicht gedeutet werden konnten. Vgl. L c. %); 9).
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Doch muB die hier beschriebene Theorie noch als unvollstindig
angesehen werden. Der eigentliche geometrische oder kinematische Sinn
der Grundannahme (5) ist noch nicht restlos geklirt. Einé erheb-
liche Schwierigkeit liegt besonders darin, daB die Zeit in der Theorie
scheinbar eine andere Rolle spielt und formal anders behandelt wird als
die raumlichen Koordinaten. Der formale Charakter der Zeitkoordinate in
dem mathematischen Gebdude der Theorie geht besonders deutlich aus der
Tatsache hervor, daB in der Theorie bis jetzt die Frage nach dem zeit-
lichen Ablauf eines Ereignisses keinen unmittelbaren Sinn hat und daf
der Begrifi des frither oder spiter kaum exakt definiert werden kann.
Trotzdem wird man diese Schwierigkeiten nicht als Einwand gegen die
Theorie aunfzufassen brauchen, da das Auftreten eben solcher Schwierig-
keiten nach dem Wesen der fiir Atomsysteme giiltigen Raum-Zeitverhilt-
nisse durchaus zu erwarten war.

Gottingen, den 21. Dez. 1925, Institut fiir theor. Physik.

(Eingegangen am 21. 12. 1925.)
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